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SUR LES PROPORTIONS RESPECTIVES 
DE TRIANGLES WI, BI OU TRIC’OLORES 
DANS WN TRICBLORIAGE 
DES ARkTES I’NP n-EMBLE 
0. Introdwticur 
C3s.t en wayant d’Pt;Mir, G I’instipation de f? Erdiis. que lc nomPre &s 
triangle\ tricoloft3 dans tout triwloriage des 3rCtt‘s C!U n-cmble fi’ (I E 1 = n) cst au 
plus +tl. quand n tend wrs I’infini, i i : 0 
+ o(n’) que now awns enfin obtenu 
_ / 
une minatation convenable du nombre M def; triangles unicolores. Cette minolra- 
tion se t raduit par I’~ncadtemcnt 
oli ,irf vst prisc sur I’ensrtm\lle dt 1s tricoloriages. qui ot 5 rapprocher de 
impkitc cn [J]. o,ir 0 est Ic ncmbre dtzs t~tra~dres unic~ lores dans un hicoloriagc 
des faces du n-emhle. 
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1. Notations et difinitions 
Un tricolorirtge des a&es du n-emhle E est une rt!partitiort de I’tnsemhlc A des 
a&es en trois classes: rouge. vert et gri s. Pour un tricolnriage donnk M, B et T 
wnt les nombres de triangles uni., bi et trisolores. 
Pour i E .E- nous dhignons par r;. tt‘. g, Ies nomhes d’nr6tes rouges, vcrtes, grises 
comprenant i. Ces trois entiers constituent les paramhcs primaires du coloriagc en 
t. Pour a E A, now dksignons par ~vt,,, ba. c,, f, ies nombres de triangles passant par 
a qui wnt respectivement unicolores, bicolores ayant dew a&es de wuleur 
diffkentc de selle de a, bicolores ayant une aantre arCte de meme couleur que (r, 
t rieolores. Ccs quat re cntiers sont les paramirtres secondaires en n du c&lriage. 
Nous awns 
B = G b,“, 28 = c c,,. 
Pour un coloriage don& une c-clique est une partie de E. de cardinal C, don1 les 
arhg~ sent de mime cauleur. 
Sous posons 
2, Dew idcntitks combinatoires 
Pour k = 2 couleurs, on connait I’identite (voir (5,7,8]) 
212 = c r,v ‘ 
qui permet une minoration classique de M. On en deduit en effet 
laquelle ii serait intckessant d’imaginer une dbmonstration par 
currence sur n. 
Pour k = 3 couleurs. I’identitk de Goodman s’adapte aiskment et devient 
2fj_s_JT= C( t,U +. vJ?E, -tg,r, ). J- (1) 
~~~r~~i~~~i~~ g un nombre k quelconque de couleurs &ant immediate. On en 
ZW=4?“~P (n - I)l/V, soil 
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qui dannc, pour k 
n+l _--- _ -._ 
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(1’) . 
Par diverses methodcs. il ect possible de dormer B (1) la forme Quivaiente 
(n - 3)( T - 2/W) = T* - Xl*. U”) 
talabic pour k quclconque h condition de modifier de fagon kvidente ies definitions 
de T* et W. 
Nous aiions Gtahiir que (I”) est cons6qucnce de deux nouveiies identstk 
Lemme 2.1 s Pour n = 4, qucl que wit k, oit Q M = !kf *. B I= B * et T = T *, 
em-rption filit4 pow qutrtrt fmn ilivs de coloriages. 
Preuve. (k L- 1) Une famille de coicwiages oti M = ICI * = 4. 
(k = 2) C’inq nouvelks families vkritiant ies trois @aiitPs du icmme. 
(k = 3) Neuf famib utiiisant ies trois couieurs. dont deux lont exception. 
Fig i Fig. 2. 
1~ coioriage reprksentk & la Fig. I donnc 111 * - M = 1 et T* - T = 2, et celui de la 
)-‘ig 2, ids” -- hf = - 1 et TM - T = - 2. 
(k = 1) Sept nwweiies families dent deux font exception. 
Fig. 3. Fig. 3. 
La famiiie reprt%entt)e ;;1 la Kg. 3 donne & M” - M zt T* - T les m&-nes valeurs 
+e wile de la Fig. 1, tandis ue seile de la Fig. 3 est comparable 5 scjlie de la Fig. 2. 
(k = 5) Deux nowelles families vkrifiapt ies @alitis du iemme: 
(k 3 6) Une dernii’tre fannlie pour iaqueiie T = T* = 4. Dksignons par 
I(r G. Giraud 
(&. 0:. rQI. Q4 les r 2mhres de quadrangles du n-emblc dent le coloriagc appartient 
aux familles representees par les Figs. 1, 2. 3, 3 respectivcment. 
Prop&ion 2,,2. Tout k -coloriage des art% du n-eon& vPtifia les deua identith 
{n-3)7-‘= T*- 2(Q, - Q? + QC- Oh 
(n - 3)M = w - Q~+Qc-Q~+Q~. 
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Preuve. Lcs identites (2) sont verifi&es pour n = 3. Pour n > 4, il suffit d’ajouter 
mbre 5 membre Its 
n 
0 4 
egalites en T, chayue terme du premier membre &ant 
ccrmpte (31 - 3) fois. alors que chaque terme du second mcmbre ne l’cst qu’une fois, 
et de faire de mime pour les egalites en A!. 
3. liaison entre paramitres primaires et sccondaises 
Soit a = {i.j) suppoke grise. Nous poserons c, = c,‘, + cZ pour distingurr parmi 
b triangks brcolores ceurc dont les deux c6tks gris passcnt par i de ceus dont ces 
dcux cot& pasrent par j. ?Jous avons ainsi 
‘k 
La wmmc St des .2 
t 1 
produits r,,t’, + t’,g, + . . . pcut he ord(>n& en g1 et s’krire 
S, = (1 + A& + cA)(n - 2- m,, - CL)+ r,c, + . . . . 
: -UUS &xiwns l’expression analogue au point j en khangeant prime et scconde et 
nous ajoutons. ce qui donne en &wky+pant 
S, t S, = tirr - 2) + (n - 3) (2m, + c, ) -- (3m b + 2f?l,,e, -? c;: f c::‘) 
+ (r,q + . . .) + (r,q -+- . . . ). 
Cette kgalitk est relative i a. Faisons warier cp et additionnons ces 
Cl’raquc S, apparaitra dans (n - 1) de ces @alit&, d’oir 
(n-1)(263+3T)=2(n-2 n-J)(6M+Z/?) 
‘I -- - 
2 
r: [(2m, -t cay + (CL - c::,‘] + m*, 
ux seconds membres, r,u, figure dans g, +alit&. o,g, dans r, igal&% et g:r; &-E-E 
Ch met la derniere identite sous la forme 
des quadrangles unicoiores dans Is cas hicoiore. 
4. Majoration et minoration de T * pow M et T donnks 
P&WS faison?: cettc 6tude en suppwant k =A hypothise Qalcmcnt faite aux 
paragraphss 6, 7 et 8. 
Introduiwns D,. pwitif ou nui, dtifini par 
&Jgmenter r,t*,g, en wnwrvant I), rcvicnt 2 faire subir au graphe de P une 
translatir~n WTS le has. On UN :lonc quc le maximum JL r,r’,g, sera rkalisk quand les 
deux plus petitcs tacines %eront co r:fondue< ou quand la plus grande vaudra n - i. 
f.cs twines de P’(.u ) = 0 et ant :( IE -- 1 - D, ) et !( n - 1 + D, >, on prendra P, - V, = 
\(n - 1 -. I),) et Jonc gP = $11 - 1 -L ZD,), d’oti. en posant 
cc‘ qui est pos4~le puisyuc D, es? pclritif, 
1 a cowexit de la fonction f (lair Fig. S) montrc que T* <era major6 en 
supposant yue n’ (non n&xsGremenr c Ax) points Y vkifient D, = 0. et n”= 
n - 8:’ points vtkifknt D - n - 1. On obtzcnt ainsi T* .z :!_n’(n - I)‘ avec 20:‘~ 
Ce r&ultat peut d’ailleurs ittre cbbtenu plus Tapidement par 
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Par cantrc. le minimum de r,t’,g, sera realisS quand la plus petite wine de F(x) = 0 
rera mtie ou quand Its dew plus gratides scront confondues (si Ibn pcrmet ia r,. 13, 
et g, de n’he pas entiers). 
Fig. 5. 
On prendra darrc r: = t?, = !(rl - 1 + D, ) et I.:, = \( n - 1 -- 2 I) i, si D, :-, f( n - 1). et 
hon. g, = 0, auquel gas r,c,,g, = 0. 
hsant g(Df)= &(n - I + D,)‘(n - I- Xl,) si 13, s l(n -- I), et g(U’) = 0 si 
El, 2 S(n - 1). OH aura done g,r,t~, 2 g(D:). La concavit& de la Bonction g (voir Fig. 
5) mmitre que, si 2 Df S t ta(n - I)‘, c’est-&dire si 3T -t B ..- 3M 2 2” 0 
, T” wra 
minor6 en supposant que fi’ points i vkrifienrt E), = 0 ct ks autrc’s. I?, = I(n - I), ce 
qui donne T” 2 &n*(n - I)’ avec XL+ if19 - n’) (n - 1)‘. soit 
et st 3T I- B - 3M Q 3” 
(! 
, T* sera minor6 par 0. 
L”idtntitk (1”) perm;;de transformer ces rrhultats, et d’w d&hire que, pour tout 
tricrrforiage. 
Si piu~icurs A,, wnt ailgnh WI une drotte coupant ks facr.s du tetrakdre en X,, et 
.L nou$ pouvons its reptkr par une paramittre s,, dkfini par X,, = 
X,, + S,(JC: - L). Dhignant par ZT la forme p&ire de ;r”. nous &tenons 
ct la con~wit~ dc cettc fonctrw de s,, nous permet de m norer la contribution h 
S{A ) de WE A’., align& Nous dwns que la direction de X - X,! e:;t positive (resp. 
nwtre. n~ga-rive) si &S, - .K,.) es1 positif (resp. nui. negatif). La minoration 
Ccff cctur’fa pw; une direction positive cn cupposant que tws ces X,2 sont 
wnfondih en ieur ccntrc de gravit& et pour une direction n?gative en ies supposant 
en AT,, et A’, {en nombres non :kcessairement entiers) awe conservation de ieur 
centre de gravitk. 
1-e cenw tk gravitk. donnk de tout ks k’,, cst ie point 
bus ccllnimen~ans par remarquer qutt 
0 
F 1 = 0. 0 0 
cc yui nous permet we przmrkrt- minoration en supposant que tous ies XC2 son1 wr 
les faces cGquation b = 0 ou m + b + c = II - 2, wit f = 0 Puk dans ie plan h = 0, 
pour taul A 2” r), ii v a dewx directions neutres pour iesqu2lies e/n~ < - 1. ka 
minoraticn se pourwit done en csnsidkrant I2 cas oti ies X,, son: exciusivement sur 
ies c&b de cettc face du t~tra~dre, puisyu’eiie contient des directions nkgatives. 
3 G. Giraud 
M&ne chose pour Ies XC, situ& SW la face I = 0. Nous awns alors des .Y, repartis 
cur cinq adte:r du ttitrakdre, de direction positive, ce qui permet de poursuivre la 
minoration e,n corkcentranl les X, :n cinq points (voir Fig. 6). Puis les deux d’entre 
euk qui sent nkxssairemerlt situ& suf le9 a&es c =I b = 0 et c = I = 0, Ijttant sur 
une face aii tcwte direction est positive. seront confondus. DC meme les deux situ&s 
far les ar*tcrs m = b o, Q) ei’- pq =- 2 = 0, d’oti trois concentrations. dent une 
ni4xssaircmernt darss le plan c =: 0. 
FIN. 6. 
Le$ deux autres dktetrminent une direction positive car c/m 2 -- 1 et wont ,i lcur 
tour conftwdue.<. NOCS restons en grtsencc 
bins G’ et G”. IXsignant par A ’ (resp. 
sntier) &s a&es reprksenttes par G’ (resp. 
d’une distribution des Xm en dew 
A”) le nombre (non mkessairement 
G”). nous avons 
(1) Sx~s suppocrerc’rr;s B # 0, d’oti A ” # 0, et Mf (1. Dans ces conditions, 
P~ptrons wpectit~es de trid;ngles mi, bi ou tticobres 
1-a minimiwth Jc cc minorant e(rt &_%xtc. car it’s deb . paramctres Jont ii 
tiCpcnd. it et A ‘I.4 “. sent Ii&s. RQwtorions et’s lhiwns. 
II tht nk+essaire et suffisant qu’il euiste des rdclv A ‘. 4 “. m”, h”, c”. ,71’ b\t /I’ 
vkifiant Its dix conditions 
3(/U + Bl .- A ‘(6 4 6') _ 
m” + b” + Cn = -A-. -_ ..-d _ __ _.A-_ __ ___ 5. n _ 2. 
A ” 
l.Ycriture 1-t 4 y. 2 ] Gpnifiant x 5 y et x 5 z. now+ pouwns, en supposant pro- 
~k9iremr‘nt A l # 0. diminer RI”, W’ et c . cs- qui donnc le nouveau systeme 
I [I , ZM -t 2B - A “(n - 2) ~~ na , _i 5.f _I - -_. ..- _  ._- _ __ __ A’ _ T.n--2 A 1 
;\\‘ec [o <: A ‘. A “I et A ’ -4 A ” = Cl y . 
lkus de ces in@g,ilitb peuverZ Are icrites 
M4 t 213 A” R + ‘T - I-_ _--- I _-. _ . __ _..__  ic 9 In n 
0 9 u. 
ou encore 
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‘XOUS a’lions montrer qu’on peut rendre le minorant de S(A) inkkieur B 
((A =+ 4)1(3M + B)’ - AB2) ce qui suppose 
m ~ = 3M + B(1 - (A/CA +4))‘3 
I_-- 0 2 n 3M + B(I + (AI(A + 4))‘;“) = m ). ‘-< In s-- 0 n 2 29 
an ne pourrait faire strictement mieux avec A ' = 0. On wit que 0 s M: s m i s 
n - 2. 
Ixs &xx minorants de A "/A ' sont kgaux pour ti ’ = mh oti 
3M (Is _ --. A- - m’= .JM+B+JJ- - 2). 
fSs wnt stricternerlt p&t& pow tout A ~3 0, quand m f s m’s m :, car Bf 0. 
(1.1) Si rn<;s m;, lie pEus grand des deux minorants de A “/A ‘. pour m ; s m ' s m I, 
3M),'3.M. et, pour m' fix& on minimise le minorant de S(h) en 
pwr valeur dc A “/A ‘, puisqu’il iaut choisir A “/A ’ le plus petit possible. 
On obticnt a!ors un nouveau minorant de S@) qui ne depend plus que de m’ et 
dent le minimum se d&ermine faci!ement. II est obtenu pour nr ’ = m ai avec 
m;= 3M + ZB(A -4J lR -.-e-L __ _ _ . 
et on a effectivement, pour tout A 3 0, m,' 5s m_i d mi. Les diverses conditions sont 
tkw satisfaites. et on trouve 
(1.2) De mime, si rn6 2 m i. il faut prendre 
Aw 3M+tB-- 
-_ = ----.___.I_ 
A' B&T * 
f 
M* 
?M + ZB(1 -- (A -4J ‘(2 = --.- -- --_ .- 
‘ 
nifm IS m%m&rn& eton trouve 
(A +_3_)((3hf -+ &3-- ZB_I(B +3'Q-- AB’+4B@l + 3T)LA>3):! s(A)2-=--- -- _-_ _ c-- _-_- .--_-__ _____ . 
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(1.3) Examinons maintenant Ie cas oti m I c= m ,‘, l i m i. 
( ] 3.1) Si m:, ~5 m :, c’cst&dire si :i(A + 4)“‘M s 3.M + B + 37: il faut prendre pour 
A “‘A ’ I = minorant I L 
---__--A- - --em- . 
tant que m’ s m,‘,. auquel cas S(A ) est minori par une fonction dkroissante de m ’ 
car m ‘ < m :, et ensuitc utiliscr I’autre minorant de A “/A ‘, ce qui minore Sib ) par 
une f0nctbd~ _... d%ord dkroissantc puis croissante, dont Ie minimum est atteint pour 
?Yl ‘ = m i. Finalement, nous trwvons pour S(A) la m@me minoration que si 
m I, 22 Hi :. 
(1.32) De la meme faGon, on voit que si bwlt 3 m:. c’est-Z+dire si 
(A + 3)“‘(B + 3T) s 3M + B + 3-i”. 1a c,>ncIusion est la m2me que si m :, Z- m i. 
(f3.3) Res&e Ie cas air m i +E rnA< m.i. Remplacant A “/A ’ d’abord par un minorant 
ruis par I‘autre, nous minorons S(h ) par une fonction de w ’ d’abord dkroissante, 
puis croissante. dont le minimum est atteint pour m ’ = rn,‘, avec A”!A ’ = 
2B{(2M + B + 37’j. Ce minimum vaut 
S&n Its v;.leurs dc h. !H 43 B. nous avow ainsi fait apparaitre trois cas. Pour M et 
B donnks, quand A croit depuis 0, il cst commode, posant !W = i 8 
@If M / 
‘* et 
. 
H = B 
/( 
$7 dt: Ies reprtknttr dans Ie plan M’, B’ (wir Fig. 7). Ies conditions qui 
Ies dklimikt s’krivant en &et Ml’s (3 -- X?‘)(A t 4) “’ et SM’3 
(3 - 2B’)(l - (A + 4) “‘). On obtient ainsi deux d&es qui s’&arteni en pivotant 
wtour d’un point, partant d”une position commune dessinke en traits interrompus 
sur la Fig. 7. 
Fig. 7. 
(2) NOUI aeons suppost? twt a&debut que B et M n’etaient pas nuls, II cst facile de 
wir dircclterncnt que nos r&hats sont cependant conserves. 
En&et,B==O =+ (h+l)zX ,z+(A -+- 4)Mijj;) d ans les trois cab, ce yui 
at bien euact. Et de mime, M = 0 a xc: 3 4Br 
n 
/( ) 
, , obligatoiaement dans * 
utl swl des trois cas. resultat qui est lui aussi exact (vcsir plus ioin).Ohservant que, 
pour M et B dorm& deux ias sculement se prkentent selon A, adoptant un 
~~wllveau parametre positif IL, defini par A + 4 = ~1’. now pouvons enoncer nos 
c~ncb+icPn~ dans la: 
(21 si R’ + 3M’ 2 3/2. la mime qirantitt! est mittork si 
3-2B’ cc 5 --- -q,&j,. 
3--2B 
Par 
p ‘((?!u + B_2’ - 3B(_B - ___--_ -- + 2T)) + $B(B -I, 37-j + 3B’ -- - - - 4 -.-_.- 9 
Ces rkwltats peuvent recevoir une interpretatian geomittrique. P9sons 
I 
x = --._ 2-t n-2 l 2m, -)- c,): et y 
1 = --_ 
n-2 
x (m & + m,c,., ).
=G 312, la droi1.e d’tquation 
pe. quand p croit de 2 in (3 - 28’)/3M’, un ar,c d’hyperhole. le point 
stique ayant pour wdonnee M(3M + 28/&/(i). Cette ordonnee 
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entrzine 
Oil nt ; = (3.~1 + Z&p I/(:,. 
Revcnant ti cctte droiti’on wit quc. quand p cl :tinuc A croitrc. elle pivote 
autour d’un point. 
s.Tom;,APtc~ns wtte ktudc en majorant y et en encadrant x - 4~. ce qui se fait de la 
m2mc fai;on ye la minwation de x + (p’ - 4),v mais beaucoup plus facikment. On 
trout x -. j,C ZR et y C 3M. ces majorants itant obtcnus pour la distribution 
suivante des .Y,, : 
et .r - 4.\‘? rl3’ 3(; 
! 1 1 aver. pwr le minorant, c, = 23 _ 1 /(_, : Vcr. On peut 
9u 2 / 
_ __-_. 
( n’ 3 3 I 253 
0 _ ‘ c 
36 M 2 
(6 U + 2 +(;) 29+- 
,- I(;) 29 
Fig. 14. 
1: u+ 2s 
remarqucr qilie la distribution 
. \ 
= A’( 0 
! \ 2B 
, 
pur iaquelte 31 - Sy = 4B’ 
/o 
3 z , donne arrssi ): = .W. 
Et d%nitivc, pour tout coloriage, ’ 
0 1)’ 
appartient au sow-ensemble de IQ”’ ferm& 
cww~~xc repr&entk ti la Fig. 8. 
n put wmarquer que, dans ie cas oti m, et c, sont constanrs (& supp0ser qu’il 
lx 
tt pw&le) I,? ) appartient i la frontike de cet ensemble. 
6. Determination asy mptotique de sup l? 
%ru~ utiltsons 1”identitk (2), (n - 3)!V = lb!* - QI + Q:. La min~wation de Q2 
rwait dC3icaw; par contrc la majoration de QI ptut s’efhtuer de rjuatre fapns 
ccrrwpondant BUX riiles des arhs. Posant ez = 4.; ,, -t ci, tl pour distinguer. parmi 
let trrangles ~~iti~fores passant par a = (i. j} dont les deux c&&s de mime couleur 
paswnt par i, &WK families selon Ia couleur du troisieme c&E, posant dt: mhe 
C;:tl.C:,,iCyn. nws adopt grons 
?40us wmm~s encouragks dans ce choix par le fait que. pour le meitlleur coloriage 
23 n 
que n~us connaissions (oti. quand n -+ x, B = 3 3 + o(d) et Al = pi 3 + 
0 
1 n 
- 0 L-w L, 
o(n”)). c&riage qui est kgatement 2 notre connaissance le meilleur et1 cc qui 
cerne Id nrinimisation de M. (5) es4 une P&alit6 l 2 O(d) prPs. Q2 &ant d’ailleurs 
. ii0 $‘a@ du coloriage qiii fait apparaitre cinq cliques grises de cardinaux aussi 
wisrm que possible. deux i deux disjointes quant aux sommets, les a&es entre 
UK cliyues dorm&s &ant de mCme couleur, SC;!:! rouge, soit vertt, tel enfin qu’en 
nan~ un point dans chaque clique on retrouve le coloriage prouvant que le 
re de kmsey p(3..t)>S. 
d n tend t’ere I’infini, nous pouvons Ecrire d’aprb (3)” 
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2M R T .%f* _.-- + - - - < --- B T 
2 9 h-‘n 
-+ O(n')S M + -ij - _3. 
A 0 f 12 ?) prih. on en tire 
d’olir, entre autrt3 mnst. quences. 
LAS wtres in&alitl;s q19 l’c~n pwt former nc semtdent pas prPwnter d’int&Pt 
supplhentairc pour It protGms quc nou’i allons traiter. ainsi que Pe suivant. 
P0st1ns x ’ = t 
‘n 
4 ) 
f m 
i 
z et y ’ = “1 1 
( 1 
. Nous pouvons dirts quc, pour tout coloriage, 
,. 
It3 irkgahtth 4d.mtcs 
li.c5 hw~ autres conditions ktant v&ifZes pour n 2 6, nnus pouvons dire que 
pwr In 2 It<). n,.6). 
*, Tc: U~lZ(J + 25Cl-h)" _-_--_.._ 
2s 
De la meme faqon, I’in~galit~ (1’) qui peut etre fkritt! B’-f MI’ 2 1 - 2i(n - 2). 
permet de conclure (voir Fig. 9) quc, DOW- [n 2 h, nl, 61, il esiste un reel C’ ) 0 tel 
qlle 
24 n 
Camme B peut valoif ?i 3 0 + o(n I), nous pouvons hwxr le: b.. \ ,’ 
Thkureme 6. I. Quand n tend tws 1’ ‘infini, SC p e’tant prise s~.u 1 ‘ensm ble des 
tr~~~~~~rjag~s des arttes du n-emble, sup B peut s’ktiw 
et. 
1 n 
or rout tricnloriage et pour n asset grand, M > - - 
0 29,7 3, ’ 
C’ette rn~t~~de st-elle aussi efficace pour les petitcs vaieurs de rP Appliquons la 
~t~~rn~n~r Ic FeuiP ti’apparitiog d’un triangle non kicolore, c’est-h-dire le phs 
tit enltier n8 tel que n 2 nrr * B C ‘n 
0 3 ’ 
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.? 
correspond, si M = T = 0 et si 
(;k (9 
dijir n s 13. soit ?I#, 1 n -F. 1% Toutefois, on peut aussi &ire ((n - 4)/9)f3 - 9 , s 
Or 5 t3 qui entraine nR 5: 14. 0 
L 
Dnns I’ktude asymptotiquc. cettc double in&alit6 s’6crit 
et l’on pourrait en tirer My’s 57M’- SW+ 3 -+ 0(1/n). Pour n = 10, il existe au 
mains dwx tricoloriapes oti B = 
10 
( ) 
3 , dont les paramlittres primaires sent (4,4,1j et 
, 
I 2.3,5) pour ttwt i E E. II est possible de determiner directement ce seuil, et I’on 
obtknt nf+ = 1 I (et rrw = 26 p-w k = 4). 
7. Mineration asymgtotique de M 
11 ost possible d’amt%orer un peu :a m+oration de M, surtout dans le cas &J 
1 n 
r = L‘, = gI pour tout i E E, et de montrcr qu’slors M 2 y7 3 + 0(t15’2). Nous 
ii c , 
crayons toutefois avoir quelques raisons de penser le minorant ci-dessus ne pcut 
iltrr atteint. du mains de cette fagon. En dehor i des deux conditions faibles 
H’ + 3hJf S z-“-g; et __ &+h,M’S ;. 
it faut quc st9ient v&ifi6es simultankment 
> 
x’f Q-‘G 4fLw -t- 0(1/n) et 3x’s lri(B’+ NM’) - 12 + 0(1/n). 
Vue la convexit de I’arc &hyperbole enveloppe dcs droiws x’ + (p ‘? -- 3)~’ = 
t (_$ M’ f 2B’)J avcc 2 s p s 1, il et done nkessaire (voir Fig. 10) que le point 
si son ordan6e vt?rifk M’(Mf’+ W/2) 6 F’ I M’(3M’ t B’). ait une abscisse 
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0n retrouve I’irtkgalitk P s 0(1/n) du paragraphe pr&zEdcnt. La courbc 
d’kquation (3P + 4H)H + yM’l?‘P = 0 est une cubique dant Entersection avec 
I%~-whole H = 0 v&ifie P = 0 si l ‘B # 0, ce qui est vrai dans ie cas qui nous 
inthse. Pour 0 =C M’s 5 et B’ -1s 0, now trouvons un seul point d’intersection, tel 
que 
ce point. ia tubique et la parabofe P := 0 sont tangentes. En effet, la 
~~~~~~~~~~ du pol!ynbme du troisikme degr6 qui intervient dans I’Cguatkm de la 
ue se rkduit A 7 M’B’dp !;i );I = p = (1. 
don1 qu’un point commun (g’) = (;;;&). En Ce, point. !a cuhique esl tangente ;i 
t 
la Jr&e IS’ -L 3M’ = 1. 
I 
111 peut &ire utile de pow R’ + Ml’ = 1 + u. I’arc utile de la cubique &ant dbcrit 
quand N vatie de 0 B fMO,33..), valuer du parametre oti la condition H >f) cease 
d’itre vCrifGe (wir Fig. 1 I ). 
8’ 
A 
3 c- 
- ---. .__ 
--. 
-- ’ - _ 8’ * - %r _ - _ : -. 
-- _ 
c, h Y 
L’inPgaliti fh’) devitwt 
me premier mernbwe s’fcrit, quand M’ = l/(28.75), 
et il cst strictenwn~ positif pour 0 s 14 S 2. son milAmum dam cct intervalle &ant 
atteint pour u - l/(lOML). Par contre. pour u = 11108. on ohtient IM’a 
l/CX.74.) + O( 1 fn \. II cn rt%ultc qw. pow n asscz pram-i. M’ > l/(28.75) et qu’on 
ne put erdrc dire mieux bar carte mt$t hode. 
Entin. en faisrartt. I?’ =I 1 - 3114’. I’inCealite (6’) Donna 729&f” -_ S3 M’ + 1 f 
c)(l/n), et iI en et;t do meme ;wcc R’ = 1 - l/h - L)-- 3M’. la condition H s 
yM’R’-( O(l/n) devenant 27iVf’- 1 s I)( :/n 1. On en dkduit que si Ic cdoriag~ est 
tel que r, = t’, = gl en taut point (cab-Gage Cquicolore). on a nkessairement 
&f’ 2 ;V + O(n Ii’). 
Rassemblrjns ces crsnclusions dans ia 
1 
Propositim 7.11. Tout tricnfotiage des &tcs du n-emhfe oe’tifie M > s 3” 0 
SC’ n
9 ” 
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est asset grand, et s’il tist &qukoloire. alors, quand n tend tvrs i’infini, 
On gout remarquer, sluivant la kthode de Bfanchatd 1-31 que, pour un coloriage 
de Greenwood et Gleason des aretes de );I, = E (corps fini oix n, congru % 1 (mod 6) 
est une puissance dl’un nombre preqjier), qui esr kquicolore. un thkoreme de Hassc 
1 n 
[6) montre que M = 5 3 
0 
+ O(P). En effet, soit (IY = {O,l). Les x E FI, qui sant 
mmets de triangles uni ou trkolores passant par u sont caractfrisk par 
t’ektence de y Ef FR. non nul, tel que x(x - l)= f, soit (x - (n + 1)/Z)‘= 
y ’ 4 Qro + 1)‘/4. pslynbme en y saos racine double. Lr nomhre N des solutions . 0 
,” 
*I* 
ccrt tel qose fN - n f d 2n I”. et le nombre des x cherchks es; (TV - 2)/X 
II WI f&ulte que, pour toute a&c, m, +- 2, - n/3 -+ O(n Ii’). Tenant comptc de 
2 ?# 
wlra=j 2 y 
0 
on obtient le rksuktat annSonc@. 
On v&t ahsi que cette methode des rksidus cubiques ne donne pas ks plus 
titcs valcurs dc M, mais la question reste ouverte de savoir si les bicoloriages de 
CheenwaA et Gleason minimisent It: nombre des quadrangles unicolores [ 11. Pour 
ces hcolcriages. et pour tout entier rp 2 4, Blanr;harcO a, en effct, applique Ie 
thh6me de Hasse-W’eif 9] b I’estimation du nombre des r’diques qu’il a trouvk 
iga1 ;i 
1 
CT-i f 
b ( 1 * + O(n’ !,‘). 
I? est satisfaisant, enfin, de canstater que: la m&hode que nous venons d’employer 
pour R tendant vers I’infini est r:apable dYtablir que p(3,3,3) d 17 (c’est-&-dire que 
Bf+f=O ._) ns16). 
Sous awns en effet, si 3T 4. B 2 2” 
0 
, 
’ ent 4 P(n -4)/J. 
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8. Esquisse d’une majaration asymptotiqhae de T 
Lc wuil d’apparition d’un triangle non :ricolore se determine immkdiatement et 
vaut nr := 5. Pour n = 4, il cxiste un seul tricoloriage tel que T = 4. On peut alors 
pcnser B se donncr une partition du n-em!+ E en quatre parties de cardinaux aussi 
voisinv que possible, puis a tricoloricr les’aretes entre ces parties de sorte que tout 
sowensemble de E ayant au plu~ un point dans chacune ne presente de triangles 
que tricolores cnfin, A recommencet SW cnacune des quatre parties I’operation 
concernant E qui vient d’etre d&rite. Ce coloriage fournit le m,;xirnum de T (5 
savoir 7) pour n = 5, et Erdos et al. 12) onlt conjecture qu’il en est de meme pour 
tout n. 
1 ^) n 
Pour cc coloriage. on tnwve. quand n tend vers I’infini, T = i 
0 
3 + o(dj; bien 
. 
sur. (1’) entraine T s - ’ n + O(rt’). Nous illIons ap$iquer une partie des idles et 
0 3 ,z 
rcsultats des paragraphes precPdents g f’etude de c probltme. 
L’i&ntite (2) donne nT = T* - 20, + 2Q2+ O(d)_ et (3) donne T* 6 
(n/9)(33 + 3T). 
Pour Ie coloriage precedent, on trouve 
(-)=‘._ n 0 315 4, + o(n’) et (3? = 150, + o(i-2). 
D‘autre part. 0n pcait majorer 0: par Lm,,b,, ou par SZ VI,,~,, et le coloriage ci-dessus 
d&crit verrfjc 
ce qur suggere de prendre 
Neanm4ns, dans IWude simplifiee que nous envisageons, il se trouve que cette 
majoration de 0: ne donne rien, au contraire de l’autre. Nous partons done de 
nT s @R +3T)+;!~m,,h, +0(d). (7’) 
La majoration de x m,h, s’effectue sans dificultk et condoit 2 la distribution des 
&, M et T &ant donnes, 
,3./k 7 ( ) B =A’ 33 
avec m’+b’= n-2. On a alors X na,&, = A ‘m ‘6’ = Bm’, et il faut 3onner B m’ la 
plus grarade valeur possible. Etant donnk qur: rn ’ tx A ’ varient dans le m&ue sens, 
cm peut chcrcher la plus grande valeur possible de A ‘m ’ = A ‘(n - 2) - f3, qui est 
3hf. Abrs fir - == 0. 
A’ :zz 
B+3M, n 0 3M n-2 2 et mr= #j ,+ 3M tn - 2). 
Par suite 
c m,b, s 2% (n - 2). 
En w;portant dans (7’). on obtient 
au. aver T’= T/(y). (3T’- R’)(B’+ 3M')s 27B’M’+ 0(1/n), sort wc‘ore 
I \* I 
4T”-(3QM’+S)Tl’-(29n~“-28M’- I)~O(l,h). (8) 
Apparait une hyperbole lim!jte. dont l’arc utile est dessine SW la Fig. 12. 
N 
1 \. \ I_- -- ---___----- ___ ___. __“___ 
I 2 
Fig. 12. 
Ctt arc a une extrkmatk Rile que T’ = 2M’ =I (2 + 8”.‘)/9, et tout autre point a une 
rdonnke T' = f(W) infkie we. D’atme part, (8) * T’ d f(W) + O( l/n). Entire, 
nt T’-2M’=’ J(n - 2) dans (8), on obtient T’ s (2 + 8’“)/9 + O( l/n 1, 
.I. Pour tout tncoloraage dies artites du n-emble, le norntwe T i&s 
twsi0w.s scktrsfait, qwrrd a tend iuus’s: l’ittfini, ij 1 ‘inegaliti! 
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Ce pro&d6 redonne nr = S. car M = B = 0 + (n - 3)T =S ((n - 1)/3)T. On 
petit espkrer ameliorer sensiblement la Proposition 8.1 au moyen de (3) et (7) car la 
diwibution des ..X_ qui nous a donn6 fL rn,!~~ =(3BM/(B + 3M))(n - 2), 
qu&qu’elle IE i‘ soit peut-Ctre pas la seule B le ‘faire, entraine $Xm,,r, 40, et 
4 n 
alors que 12/W 6 y 
0 
3 + 0(n’). 
* 
Unc etude qui demanderait beaucoup de soin wnsisterait ti minorer X ((2m, + 
c, $: -- m.,(hb, +, pr,, 1) pour f A. g 2 01. il ect cependant improbabte qu”on puisse 
3 n ainsi arriver 5 7 s f 
0 3 3 
+ o( n ‘) car. peur le w!oriage dkrit en tCte de paragraphe, 
Qt n’est pas nu:i h o(r’) pk. 
II est possible qu’une bonne minoration de QI permette de dkterniner sup T puis 
d’ktablir la vatiditk de la conjecture pr&We. Peut-ktre aussi une minoration de 0:. 
plus tolontiers que l’inigaliti Q1 G jI: ba, permettrait-elle d’amGliorer, la 
tion de M don& au Parapraphe 7. 
minora- 
Annexe 1. heuib d’apparition nR d’un trinrngle non strictement bicolore 
(1) Pour k = 3, tan doit awir r,, o,, g, s 5 en tout i E E. 
tl .I) Pour tout; couleur (rouge par exemple), en tout i,r, = 5 * t’,, g, S 2. Soit 
t, =,= 5, (i x,), . . . , (i, x,) cinq aretes rouges et (i, j} verte. Supposons que 
( XI* x2, . - l , x5) e;t un pentagone gris. Les cinq a&es (j, x,}, . . . . (i. xs}, rouges ou 
vertcs, sent de mtime couleur car autrement un triangle tel que {j, x5, x,} serait 
tricolore; elles ne peuvent etre vertes car (i. x,, x3} serait unicolore. Elies sont done 
toutes rouges et par j ne peuvent passer d’autres a&es rouges. Or, si (i, jJ, {i, jz} et 
(i. jr) ktaient vertes, (j!, j?) par exemple serait rouge et par jr passeraient six aretes 
rouges. 
(1.2) Soit alors 1 E 1 = I 1. En tout i E E, 10s parametrcs primaires ne peuvent etre, B 
une permutation prks. que (4,4,2) ou (4.3,3). L’impossibilit6 r&he de ce que 
r, c + t’tg‘ + g,K = 32 ou 33 alors que 2B + 3T - 2 
11 
(. ) 
si = 11 .X1. 
(1.3) Le seuil est na = 11 car nous connaissons eux coloriages des a&es du 
MI-emble realkant M = T = Q. L’un est constitue par deux K, disjoints color&s en 
rouge et vert, les 25 autres a&es 6tant grises, P’autre par cinq a&es grises 
disjointes, les arites joignant les sommets de deux q aelconques de ces a&es grises 
&ant toutes quatre rouges ou toutcs quatre verte-;, cette cotleur &ant choisie 
convenablement en fonction des deux a&es grises ( kdoublement d’un KS rouge et 
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(2) Puur k = 4. on doit avolr Q ,.c 52 11) pour toute couleur et en tout i si a,. . cst lc 
nb-rmbr~ d’aretes de coukur K (K = I,?. J,d) p3ssant par i EE ff. 
(2. I) Parisque a, s I+ a, I’ + a,. 30+ a. f = n - 1 ( 1 E 1 = n), nous minimisorrs Ic second 
de I’identitk ale Goodman en maximisant u f. ! + a I2 + a: 7 + Q z 4r ce qui SC 
hit cn prcnant deux des Q, LI egaux B 10, Ee trt.~isi~me &gal & 11 - 29 ct le dernier nu1, 
t:r 9 5 n s 31. On obtient done 
tout prlint ii enisrte une couleur absente des aretes passdnt par cc point. Or, soit i 
par ori pawent dix a&es rouges (i. x:). . . . , (i. x~,,). Aucune a&e rouge ne rcIie deux 
dc ce, dix points. et Etude faite pour k = 3 montre que par chacun d’eux passe unc 
,sriitc tfc chacune des troic autrcs ctruleurs (ic joignant i un autre des dix paints). 
Par wk. nH -4 3. 
C3)i I-c WA cct 26 car ii existe un coloriape des a&es du 25emble constitue par 
cinq KC vcrts ct rouses disjoil?ts. Ies autres ar&tes recevant les deux autres couleurs 
de wr?e quc celles qui jognent les sommets de dwx quelconques de ces K, soicnt 
June mCme couleur (dipendant des deux KS)., qui rkalise M == T = 0. 
part. qu’cn psenant deux K:* cotor& avcc quatre couIeurs comme iZ vienf d’Ptre vu. 
a,t en lei jaignant par 2s’ arlhes d’une cinqui&me couleur, on realise M = 7’ = 0, 
‘&Bar 5 ‘3 rl nss -5 h8. On peut au5si prouver nfl ) 50 en prenanr: cinq Klo color& en 
vert et gis et en les joignant convenahlement par des w+tes de deux autre> 
(4) ?‘fu\ g~nPra!cment. on voit que, si k est pair, nR r Ski’. et si k est impair, 
-*1 8%: 9 tt#, r* ? * 0. 
fl et aussi faci!e de majorer nfr. Posons ntl = nk. Dans tout cokiage en k 
E 
t ) pour lequel M = T = 0. pour tout {i. j} = CT 1: 
E 
0 
, , on doit avoir 
II 
C,~2(?!, B-- I!) qui exprime que Pe nombre d’aretes ayant m&e coufeur que Q! et 
;fr i est ~‘-1~ I-1. Done, 
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Pr0position A.1. POW rout k, il existe deirx rt;ds C’. C” > 0 tels que 
cyka7 % Ilf, % (-yk. 
C)n on deduit p(J,%. . , q 3) = & (3) ? n, 2 r’5”‘, dors que l’argument 
en est loin. c 
Annexe II. Seuils d’appariticpn nr d’un triangle non strictetuent tricolore 
Theoreme X2. P~MT tout k, nl = 2[(k + I)/?) + 1. 
Preute. 
(1) D;tns tout coloriage des al&s du n-emble pwr lequel 34 = R = 0. on doit 
avoJ1 n - i d k qui eiprime +IC les :*&es passant par un point sont de couleurs 
toutt’c diffknks. ,4inl;i, nr y- k + 2. 
(2) Si k est @r, aucun col~riagc des ar6tts du (k + I)-emble ne krifk M = B = 0 
car il devrait ~3s~: exxtemtznt une arGte de chaque couteur par tout point. ce qui 
cst twlu puisque le n0mbre de points ect impair. D’oil n7 s k + 1. 
(3) Ces ma jorants sent ks seuils chcrchk c’est-i-dire que n7 = k + 2 si k est 
impair, et ~2~ = k + I si k est pair, co qu’5nonce justement le th&>rkme. Nous allons 
opt”rer par rkurrence. 
(3. I) ScGt k = JA - 1, (61 h at entier. ct soknt F et F’ dew kplique$ disjointes de 
Z/2A 2. Sail est possible de colorer (f) et (7) 
avec Ies mcmes (2A - I) couleurs en I 
nc formant sur F et F’ que dos triangles tricolwss. il suffira. considerant les 2h 
dernikres couleurs comme Its 6lkments de Z/2A Z. d’attribucr 2 s,x, ~‘1, oil x E F et 
y ’ E F’, la couleur x + Y’E 2/2AZ pour n’awir sur F U F’ que des triangles _ 
tricoloros. Si Ie th&Gnw est vrai pour k = 2~ - 1, il est done vrai pow k =: 4A -- 1. 
(2.2) Soit k c= 4A + 1, et soient F et F’ deux repliques disjointes de Zl(2A + 1)Z. Si 
le thkorkme est vrai pour (2A + 1) couleurs, il est possible de colorer , ( ) 
avec 
(2A -+ 1) couleurs sans former de triangle uni ou bicolore en partant d’un c;Loriage c 
) points dont on retire un point et ses art?tes. Choisissons pour 
lF’ 
sue (3 f 2 \ ) 
, le 
i 
coloriage isomorphe dans x .- A’ ‘, oti .c et X’ sont deux repliques du meme 6lkment 
de 2/(2A + 1)Z. Sur F. par tout X, um: des (2A + I) couleurs est absentc des a&es 
(3. Giruud 
p&$I$ant par CC point comme de celles passant par s’. Attribuons 5 (x. x’) cctte 
coul~ur nr;wquante. Keste i colorer avec les 2h dernikres couleurs Irs (x, y’) oti 
V’ rt x’. Ortwtant ces arctes do F WI-S F’, rwus attribuerons i (x. y’) la couleur 
E’” x E (Z/(2 + ly!)’ dont Eeq 6lkments seront considk%% comme its ?A 
JerniPres crwleurs. Lx th&&mc est alors vrai pour (4h -t 1) coule~;~c 
